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Re´sume´ :
Ce travail concerne la mode´lisation multi-e´chelle des transferts de chaleur par conduction dans les
mate´riaux composites a` microstructure pe´riodique. La me´thode des de´veloppements asymptotiques est
utilise´e pour de´terminer la conductivite´ homoge´ne´ise´e d’un composite multicouches et formuler, sur la base
des travaux d’H. Dumontet en e´lasticite´, les proble`mes de couche limite permettant de corriger la solution
au voisinage des bords. Des exemples nume´riques avec la me´thode des e´le´ments ﬁnis sont pre´sente´s et les
champs de tempe´rature et de ﬂux de chaleur calcule´s par cette approche sont compare´s a` ceux issus du
proble`me he´te´roge`ne.
Abstract :
This work deals with the multi-scale modeling of heat transfer by conduction in composites with
periodic microstructure. The method of asymptotic expansions is used to determine the homogenized
conductivity of a multilayer composite and to formulate, from the work of H. Dumontet in elasticity, the
problems of boundary layer for correcting the solution close to the edges. Numerical examples with the
ﬁnite element method are presented and the temperature ﬁeld and heat ﬂux calculated by this approach
are compared with those from the heterogeneous problem.
Introduction :
La recherche mene´e dans la caracte´risation des proprie´te´s thermiques de mate´riaux composites de´coule
de proble´matiques industrielles re´elles comme la pre´diction du comportement thermo-me´canique de pie`ces
structurales d’avions, anciennement a` structure me´tallique et maintenant principalement forme´es de
mate´riaux composites cent fois plus isolants thermiquement. Toute incertitude sur la connaissance de
ces proprie´te´s impacte directement la pre´cision sur les tempe´ratures maximales atteintes par la structure
composite et donc le dimensionnement de celles-ci. La connaissance des proprie´te´s thermiques de ces struc-
tures composites est donc cruciale. Il faut donc disposer de me´thodes ﬁables et optimales du point de vue
couˆt de mise en œuvre, pour les caracte´riser thermiquement. Deux approches comple´mentaires peuvent
eˆtre employe´es a` cet eﬀet. La premie`re est expe´rimentale et consiste a` estimer les proprie´te´s anisotropes
d’e´chantillons a` partir de mesures d’e´chauﬀements controˆle´s. On peut citer par exemple la me´thode ﬂash
qui consiste a` soumettre une face d’un e´chantillon (quelques millime`tres d’e´paisseur) a` un pulse d’e´nergie
de courte dure´e (comparativement aux phe´nome`nes observe´s) et d’enregistrer la re´ponse thermique sur sa
face arrie`re. La seconde est nume´rique et peut s’appuyer, par exemple, sur la the´orie de l’homoge´ne´isation
de milieux pe´riodiques [1]. Cette dernie`re est inte´ressante du point de vue de la thermique sur deux as-
pects : l’estimation des proprie´te´s thermiques eﬀectives du composite [2] et la de´termination des champs
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macroscopiques de tempe´rature et de ﬂux de chaleur dans la pie`ce. En eﬀet, la prise en compte de la na-
ture he´te´roge`ne et multi-e´chelles des composites pour le calcul de ces champs macroscopiques va favoriser
la compre´hension et l’interpre´tation des re´sultats obtenus par diﬀe´rents dispositifs expe´rimentaux. Plus
pre´cise´ment, les eﬀets de bords dans le domaine de la thermique sont particulie`rement importants pour
toutes ces me´thodes expe´rimentales (et notamment la me´thode ﬂash) et peuvent eˆtre pris en compte dans
la the´orie, comme le montrent de nombreux travaux en me´canique [3],[4],[5],[6]. Or, ces eﬀets sont tre`s
peu discute´s, a` notre connaissance, en thermique. C’est pourquoi nous nous inte´ressons dans cet article
a` l’e´tude des proble`mes de couche limite dans ce domaine sur la base des travaux d’H. Dumontet [3] en
e´lasticite´. Dans un premier temps, nous rappelons brie`vement les principaux re´sultats de l’homoge´ne´isation
par la me´thode des de´veloppements asymptotiques et la me´thode de correction des eﬀets de bords. Puis
nous comparons les champs de tempe´rature et de ﬂux de chaleur issus des re´solutions des proble`mes
he´te´roge`nes et homoge´ne´ise´s pour un mate´riau composite stratiﬁe´ soumis a` une densite´ de ﬂux de chaleur
sur un de ses bords. La de´termination de la taille de la couche limite est e´galement discute´e.
Mots clefs :
Homoge´ne´isation pe´riodique, eﬀets de bords, thermique.
1 Homoge´ne´isation pe´riodique :
On conside`re un mate´riau stratiﬁe´ de´ﬁni par un domaine 
 de R2 de frontie`re @
 =  0 [  1. On note
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Figure 2: (a) :De´ﬁnition de la cellule pe´riodique Y .
(b) :De´ﬁnition de la bande G.
Nous introduisons une variable macroscopique x = z/L et une variable microscopique y = z/l avec
y = x , on suppose que le tenseur de conductivite´ K = (kij) du mate´riau est borne´, syme´trique, coe´rcif
et pe´riodique selon la direction  !e2
On de´signera par f la source volumique dans 
, F la densite´ du ﬂux sur  1, T (x) et (x) les champs
re´sultants re´gnant dans le milieu he´te´roge`ne, Ces champs satisfont le proble`me de transfert de chaleur
par conduction a` l’e´tat stationnaire suivant :
8>>><>>>:
divx (  (x)) = f(x) dans 
 (1)
 (x) = K:rxT  (x) dans 
 (2)
T  = 0 sur  0 (3)
 (x) : !n = F (x) sur  1 (4)
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ou`  !n de´signe la normale exte´rieure unitaire au bord  1.
La technique des de´veloppements asymptotiques a` deux e´chelles consiste a` rechercher la solution (T ; )
sous la forme du de´veloppement en puissances de  suivant :
T  (x) = T 0 (x; y) + T 1 (x; y) :+O () (5)
tel que les fonctions T i (x; y) sont de´ﬁnies sur 
 et pe´riodiques selon  !e2 .
On peut montrer que le proble`me homoge`ne e´quivalent au proble`me he´te´roge`ne (1)-(4) peut s’e´crire
sous la forme suivante (voir [1]) :
8>>>><>>>>:
divx
  h0 = f(x) dans 
 (6)

0

= K:rxT 0 dans 
 (7)
T 0 = 0 sur  0 (8)

0

:
!
n = F (x) sur  1 (9)
avec :h:i = 1jY j
R
Y :dx
Ki;j =
1
jY j
Z
Y
K (ei  ryi) :ej (10)
ou` i est solution du proble`me de la cellule pe´riodique :

divy (K: (ei  ryi)) = 0 sur Y (11)
i est periodique sur @Y (12)
Finalement la re´solution du proble`me homoge`ne (6)-(9) nous permet de trouver
 
T 0;


0

. On peut
re´sumer les de´veloppements asymptotiques obtenus par les expressions :
8>>>><>>>>:
T  (x) = T 0 (x) + 
 
( (y))rxT 0 (x)
| {z }
T 1(x;y)
+O () (13)
 (x) =
 
(K: (ei  ryi) ej)rxT 0 (x)
| {z }
0
+O (1) (14)
2 Eﬀets de bords :
2.1 Le proble`me de couche limite
Le ﬂux 0 et la tempe´rature T 0 obtenus par l’homoge´ne´isation constituent une approximation satis-
faisante des (T ; ) dans des re´gions suﬃsamment e´loigne´es de la frontie`re de @
, mais cette approx-
imation n’est plus satifaisante dans le voisinage des frontie`res. Ceci re´sulte d’une part de la perte de
pe´riodicite´ quand les frontie`res sont atteintes. D’autre part le ﬂux 0, qui est une fonction de la solution
des proble`mes a` l’e´chelle microscopique, n’est en ge´ne´ral pas compatible avec une condition de Neumann
arbitraire (9). Celle-ci sera donc seulement satisfaite au sens faible.
De ce point de vue, on peut dire que la the´orie classique de l’homoge´ne´isation des milieux pe´riodiques
de´crit mal certains eﬀets locaux comme les eﬀets de bords (voir [3]).
2.2 Me´thode de correction
Aﬁn de corriger ces de´fauts, on se propose d’introduire, dans les de´veloppements asymptotiques (13)-
(14) des termes de couche limite qui tendent vers 0 lorsque l’on s’e´loigne de la frontie`re  1. On de´signe
par G la bande telle que : G = ]0; h[  ] l/2; l/2[ et sur laquelle des correcteurs de couche limite seront
applique´s comme le montre la ﬁgure 2(b).
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Nous recherchons la tempe´rature T  et le ﬂux  re´gnant dans le milieu he´te´roge`ne sous la forme
suivante : (
T  (x) = T 0 (x) +
 
T 1 (x; y) + T 1BL (x; y)

:+O () (15)
 (x) =
 
0 (x; y) + 0BL (x; y)

+O  0 (16)
ou` les termes de couche limite de´signe´s par un indice infe´rieur BL ve´riﬁent (19)-(21) et sont de´ﬁnis
pour x 2  1, c’est-a`-dire x = (0; x2) et pour y = (y1; y2) 2 G.
De manie`re classique, nous substituons les de´veloppement asymptotiques (15)-(16) dans les e´quations
du proble`me he´te´roge`ne (1)-(4). En identiﬁant les puissances de , nous obtenons le proble`me de couche
limite d’ordre 0 qui s’e´crit :8>>>>>><>>>>>>:
divy
 
0BL

= 0 dans G  1 (17)
0BL = K:ryT 1BL dans G  1 (18)
0BL:
 !n =  0: !n + 
0 : !n sur  1 (19)
0BL (x; y +
 !e2) = 0BL (x; y) etT 1BL (x; y + !e2) = T 1BL (x; y) (20)
0BL et T
1
BL decroissent exponentiellement lorsque y1 tend vers +1 (21)
En utilisant la line´arite´ de (18)-(20), il vient que T 1BL s’exprime en fonction de T 0 par :
T 1BL (x; y) = w (y)rxT 0 (x) (22)
ou` w = (w1; w2) est solution du proble`me suivant :
8>>>>>><>>>>>>:
divy (K:rywi) = 0 dans G (23)
(K:rywi) : !n =  K: (ei  ryi) ej : !n + 1jY j
Z
Y
K: (ei  ryi) ej : !n sur  001 (24)
wi est periodique (25)
wi etrywi decroissent exponentiellement lorsque y1 tend vers +1 (26)
En re´sume´, nous obtenons en tenant compte des eﬀets de bords les nouveaux de´veloppements de la
tempe´rature et du ﬂux dans la structure :8>>>><>>>>:
T  (x) = T 0 (x) + 
 
(w (y) +  (y))rxT 0 (x)
| {z }
T 1(x;y)+T 1BL(x;y)
+O () (27)
 (x) =
 
(K: (ei  ryi +rywi) ej)rxT 0 (x)
| {z }
0+0BL
+O (1) (28)
3 Re´sultats nume´riques et commentaires :
Nous pre´sentons dans cette section des re´sultats de calculs de ﬂux et de la tempe´rature obtenus au
voisinage du bord  1 pour un multicouche isotrope dont les proprie´te´s sont les suivantes :
• k1 = 0:2W:m 1:K 1 et k2 = 5W:m 1:K 1
• l = 1mm,L = 10mm, = 0:1,F = 2:103W:m 2,f = 0
Touts les calculs que nous allons pre´senter ont e´te´ faits par la me´thode des e´le´ments ﬁnis de type
P1  Lagrange et qui sont obtenus a` l’aide du logiciel COMSOL Multiphysics®. Nous allons proce´der
de la manie`re suivante :
1. Re´soudre le proble`me he´te´roge`ne (1)-(4) (T (x); (x)). Cette solution va eˆtre utilise´e comme re´ference
pour la comparaison avec les diﬀe´rents ﬂux 0,0 + 0BL et les diﬀe´rentes tempe´ratures T 0,T 0 +
:T 1,T 0 + 
 
T 1 + T 1BL

.
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2. Re´soudre le proble`me homoge´ne´ise´ (6)-(9)
 
T 0;


0

. Pour calculer le ﬂux 0 on utilise (14).
3. Re´soudre le proble`me de couche limite (23)-(26) qui permet de calculer les termes de couche limite
0BL, T 1BL, en tenant compte du fait que wi = 0 sur  
0
1.
En pratique la taille h de la bande G est obtenue par une e´tude de convergence. On fait croitre cette
taille jusqu’a` ce que l’e´cart entre deux solutions successives sur leur domaine ge´ome´trique commun soit
infe´rieur a` une pre´cision donne´e.
Sur la ﬁgure 3, on pre´sente les variations de la tempe´rature T 1BL et du ﬂux 0BL de couche limite pour
plusieurs valeurs de h. On retrouve la de´croissance exponentielle des termes de couche limite lorsque on
s’e´loigne du bord et l’e´cart diminue entre les diﬀe´rents solutions lorsque h augmente. Dans tous les calculs
qui suivent on prend alors h = 2l .
.
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Figure 3: Tempe´rature T 1BL(a` gauche) et ﬂux 0BL(a` droite) pour plusieur valeurs de h.
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.(a).Variation du ﬂux (x1=0,x2=[0,10])
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.(b).Variation du Tempe´rature (x1=0,x2=[0,10])
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Figure 4: Flux de chaleur (a) et tempe´rature (b) pour x1 = 0.
L’importance de la correction de couche limite est illustre´e en trac¸ant les ﬂux 2, 02, 02 + 0BL:2 et les
tempe´ratures T , T 0, T 0 +    T 1, T 0 +    T 1 + T 1BL en x1 = 0 (ﬁgures 4a et 4b) et en fonction de
la distance au bord  1 (ﬁgures 5a et 5b). Ainsi, on met clairement en e´vidence que le ﬂux 02 et T 0 ne
sont pas de bonnes approximations des champs macroscopiques sur la frontie`re  1 alors que l’ajout des
termes correctifs calcule´s permettent d’approcher beaucoup plus correctement la solution du proble`me
he´te´roge`ne. L’inte´reˆt de cette correction est conﬁrme´ sur les ﬁgures 5a et 5b puisque si 0 et T 0 sont de
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bonnes approximations loin de  1, ce n’est pas le cas a` son voisinage. On remarque que les e´carts entre
les deux solutions s’accroissent pre`s des frontie`res  0 supe´rieure et infe´rieure ou` on impose une condition
de Dirichlet.
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.(b).Variation du tempe´rature (x1=[0,10],x2=3.2)
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Figure 5: Flux de chaleur (a) et tempe´rature (b) pour x2 = 3:2mm.
Conclusion :
Nous avons de´veloppe´, dans le domaine de la thermique, le proble`me de couche limite permettant de
prendre en compte les eﬀets de bords dans le cadre de l’homoge´ne´isation pe´riodique. A titre de premier
exemple, nous avons pre´sente´ des re´sultats obtenus pour un composite stratiﬁe´ dans une conﬁguration
donne´e. Ces re´sultats sont encourageants et de´montrent l’inte´reˆt de cette correction aﬁn d’obtenir une
meilleure approximation des champs de tempe´rature et de ﬂux de chaleur au voisinage des bords. Une e´tude
est en cours aﬁn d’analyser l’inﬂuence de parame`tres expe´rimentaux tels que le contraste thermique, le
facteur d’e´chelle  et les conditions aux limites sur les champs thermiques homoge´ne´ise´s. Enﬁn nous allons,
a` moyen terme, appliquer cette me´thodologie sur des volumes e´le´mentaires repre´sentatifs de mate´riaux
composites a` renfort ﬁbreux pour lesquels la connaissance des proprie´te´s thermiques est indispensable.
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